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1. FIXPtJNKTS;iTZC FijR KOMPAKTF LJND KO\,nENSltRtNI)F ,~BBILI)l!Wt:I\ 
In [22] wird mit Hilfe eines Fortsetzungsprinzips fur stetige Funktionen 
versucht, Varianten der Fixpunktsatze von Brouwer [3], Browder [4], 
Giihde [I I], Kirk [13], Reinermann [21]. Sadovski [26]. Schauder [28] mit 
RandvoraussetzunEen dadurch zu crhalten, indem jeder Variante eine 
iiquivalente, sich unter den oben aufgefiihrten Prototypen befindliche Fix- 
punktaussage zugeordnet wird. Das in [22] verwcndctc Verfahrcn 
(Ketraktionsmethode) funktioniert aber allgemein nur, wennwie such sonst 
in der Fixpunkttheorie iiblichhdie Definitionsbereiche der jeweils betrachteten 
Funktionen konvex angenommen werden Im Gegensatz dazu werden wir 
im folgenden. unter Beibehaltung der in [22] praktizierten Methode, jedoch 
bei Verwendung des Fortsetzungssatzes fur stetige Funktionen van Tietze 
Dugundji [8], Fixpunktaussagen vom Rothe-Typ 1221 fur kompakte bzu. 
kondensierende Abbildungen such bei nicht notwendig konvexen Delinitions- 
bereichen ableiten. 
L~:MMA I (Fortsetzungssatz van TietzeeDugund.ji 181). E tm/uisierhurcv 
topologisrhcr- Raum $ =_ A C E abgesc’l~losset~, F ioliulliot~r~exe~ Rauttt. 
f: A -+ F .rtetig. Es gihr g: E --+ F tttit 
(i) ,s I A -.f; 
(ii) ,7(E) C co,f(A).’ 
Ben~eis. [8]. 
I Fill- 4 : 5 C F bezeichne co B die konvexe Htille van B in F. 
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LEMMA 2 (Fortsetzungssatz). 1: metrisierhurer topologischc~r RUMI, d, 
A C E abgeschlossen. F lokulkonr~exer Raml, $ ;/- K C F. Y C F k0me.y. h 
utd Y honliiomorph, f’: A + K stetig. Es gibt II: E ~+ K stetig t)lit II 1 A .f. 
Belc*eis. Sei (1: k ) Y Homiiomorphie. Dann ist t -,I1 A F /:stetig. Nach 
Lemma 1 gibt es ,y: E --+ F stetig mit s A I 1‘ und <r(E) C. co I -I j(A) C 
co x(f(A)) C co -r(K) C co Y C Y. Fiir /I : 1 ’ g ist dann /I: E‘ P K stetig 
und /I A m= ( I l ,g) A 1 ’ 0 -.f) (1 ’ xl-,/’ /. 
SATZ 1 (Fixpunktsatz fiir kompakte Abbildungen). 1: Frechet-Raw~l,2 
+ ..’ X C E aDgeschlosse~~ und hesdrriitrkt. 4 T K C .Y. )’ C E koncex rd 
kompukt, K 2117d Y homiionrorph. f’: .Y t E kotnpakt” wit f(Rd(X)) C K.’ 
Fix(f) -’ ~6.” 
BeM,eis. Mit Y : Z(f(X) u X) ist k’ abgeschlossen. beschrgnkt. und 
konvex. Wegen Rd(X) f $ und Rd(X) abgeschlossen in Y’8 und 
,fi Rd(X): Rd(X) --f K stetig, gibt es nach Lemma 2 /I: Y’.t--+ K stetig mit 
g i Rd(X) =,f’j Rd(X). Definiert man G: Y l E vermiige 
G(.\-) : 
\ .f(-y,, falls .Y (! .Y , 
1 h(s). falls .V -=- Y 2i-r’ 
so gilt: 
(i) G ist stetig, 
(ii) G( Y)Cj(X) u h( Y:,.Y) Cf(X) u K (If‘(X) u XC l', 
(iii) Wegen G(Y) Cf(X) u K ist G mit f nach (i) kompakt. 
(iv) Fix(G) ~~ Fix(f). 
Nach SchauderPTychonoff [28], [32] ist Fix(G) I 4, also wegen (iv) such 
Fix(f) i 4. 
Bemevkrtng I. (I) Ein Analogon zu Satz 1 fiir endlich-dimensioIi~~les t‘
beweist Brown [6]. 
(2)(a) Als Spezialfall von Satz 1 ergibt sich Satz 2. 
SATZ 2 (Fixpunktsatz vom Rothe-Typ [22] fiir kompakte Abbiidungen). 
E Frechet-Raum, 4 7‘ X C E crhgeschlossen zml heschrtinkt, f~ .y mm* E kompakt 
nlit cof(Rd(X)) C X. Fix(f) ;J’ 4. 
2 d.h. E ist lokalkonvex,ollst~ndig und metrisierbal 
z1 d.h. f‘ist stetig und f(X) ist kompakt. 
1 Rd(X): -~ 8/T? (2’ lnneres von A’). 
j Fix(f): ~~ is x E X h f(x) A- 2:. 
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Bc%YiS. Man setzt in Satz 1 Y := Gf(Rd(X)). 
(2)(b) Fur konvexes X ist “co.f(Rd(.u)) C X” mit “f(Rd(X)) C X” 
aquivalent. Die in diesem Fall aus Satz 2 fliebenden Aussagen sind bekannt 
1221. 
(3) 1st in Satz I specie11 tz E PU. E == Iw’! und ,y selbst homoomorph zur 
Einheitsvollkugel E” urn 0 E Iw”. kann ti - E” gesetzt werden. Die sich so 
ergebenden Fixpunktaussagen lassen sich mit Hilfe des Satzes von der 
Gebietstreue (!) auf den Fall ?(’ ~~- E” (Rothe [22]) zuriickfiihren. 
(4)(a) Dal3 in Satz I selbst die Voraussetzung “K kompakt und zusam- 
menhangend” fur den FixpunktschluR nicht ausreicht. zeigt schon das Beispiel 
t’:~ QZ. ,y:x ($-tW”.I : 2;, f(z) ::- z (3 (s.,~~)). Fiir 
/‘( Rd(X)) gibt es dann kein K der in Satz I v~erlangten Art. 
(4)(b) Das Beispiei unter (a) zeigt such, dab es nicht geniigt 
‘:I’( Rd(X’)) C X” zu fordern. 
(4)(c) Anhand einfacher Beispiele (Sterne) zeigt man Liberdies. daD 
y‘rRd(X)j C K ...‘. weitreichender ist aI5 “coI’(Rd(X’j) C X.” 
D~rri\l~rro~ I. Es sei (E. ;) ein linearer normierter Raum. Fur be- 
schr5nktes 1’ C E erklaren wir d(Y) F WI durch 
l(Y) :p~ infic E ‘- 0, und es gibt endliche Uberdeckung ID, it {I,.... II; 1 
von Y mit b, ~.t D, C E und diam(D,) .._ E. i t; ; l,..., 111 I. 
LI.MMA 3 (Eigenschaften desNichtkompaktheitsmaf3esd). (E, ,I 1) /~MWW 
msmierter Rams; A, B C E. .Y E E; A. B ienvils hrscl~riitlk~, Y -+- A( Y) wicj 
~urtrr Dc)jinition I erkliirt. 
(i) ACB AtA) A(B). 
(ii) A(A u is{) A(A). 
(iii) d(c0 ‘4) Ai A), 
(iv) 1104 u B) = maxIA( A(B);. 
(v) AtA) : A(,4), 
(vi) Ac.4) =- 0 -:. A prtikompaht. 
Br#-eir. [I91 and [21]. 
DEFINITIOY 2. Es sei (E, I’ :I) ein linearer normicrter Raum, $ + .\‘C E 
beschr5nkt,.f: X .~ > E heiRt “kondensierend”: .:.- 
(i) ,f ist stetig. 
(ii) A,j (B C X A B nicht prakompakt)) -:- d(f(B)) .< A(B). 
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BEISPIELE (Generalvoraussetzungen wie unter Definition 2). 
(1) .f’kondensierend A ,p kompakt f g kondensierend. 
(2) 1’ Banach-kontrahierend f’ kondensierend, 
(3) ,f’ kompakt .f’kondensierend, 
(4) .f’ Banach-kontrahierend A ,q kompakt / x kondensierend 
(folgt aus ( I )p( 3)). 
LEMMA 4 (Fixpunktsatz fur kondensierende Abbildungen). (E. : ) 
Banach- RawI, 4 :+ X C E ab~~eschlomw. bescikittkt. kou1’e.y. f’: X -+ X kot~- 
densiereml. Fix(f) ,’ 4. 
Belt,eis. [Z I]. 
SA-rz 3 (Fixpunktsatz fur kondensierende Abbildungen). (1:. ) Banach- 
Rawll, $ + X C E abgeschlossen und heschrijnk t. f Y X ~ l E kotldensierend wit 
(*) cof‘( Rd(X)) C X, 
(**) f( Rd(X)) priikompakt. 
Beltveis. Sei I< abgeschlossene Vollkugel urn 0 E E mit f’(X) u X C ti. 
Nach Lemma 1 gibt es g: K’T? + E stetig mit g : Rd(X) :m 1‘: Rd(X) und 
g(K’.x) C cof( Rd(X)). Wir dehnieren H: ti + K stetig vermope 
Sei B C K nicht prakompakt. Dann ist mit 
B (X n B) u ((K X) n B) 
und 
H(B) rm H(X n B) u H((K:X) n B) ,f(X n 13) u g((K X) n B) 
infolge Lemma 3 und Voraussetzung (* *) 
A( max(A(f(X n B)), A( g((~ ,x) n B))); 
max{A(.f(X n B)), 4cof(Rd(W)); 
maxiA(f(X n B)), 4J‘tRdtX)))I 
AUU’n B)). 
1st X n B prakompakt. so folgt daraus 
A(H(B)) .-: A(f‘c’X n B)) : A(.f( X n B)) 0. A(B) 
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1st ,I” n B nicht prakompakt, so foigt 
A(H(B)) c; O(f( Xn B)) cl d(Xn B) L’: d(B). 
Also ist H kondensierend. Wegen Lemma 3 und Fix(H) z~m Fix(f) folgt die 
Behauptung. 
2. EIN FIXPUNKTSATZ FGR HALBGRUPPEN VON ISOMI:TRI~N 
Brodskii und Milman haben in [2] u.a. gezeigt, da0 die Gruppe .X der 
surjektiven isometrischen Selbstabbildungen einer nichtleeren, abgeschlos- 
senen, beschrdnkten, konvexen Teilmenge X eines gleichmdBig-konvexen 
Banach-Raumes einen Punkt fest IaRt Wir zeigen in Satz 5. daB schon im 
Falle eines strikt konvexen, reflexiven Banach-Raumes unter der Halbgruppe 
aller isometrischen Selbstabbildungen einer nichtleeren, abgeschlossenen, 
beschrankten, konvexen Teilmenge ein Punkt fest bleibt. 
~t~lNIT10~ 3. Es seien (E, i ~~), (I;‘, ~ i) fine are normierte Raume; es sei 
4 X C E konvex; ,f’: A’ --f F heil3t “affine Isometrie:” -; :- 
(i) f’ist Isometrie,7 
(ii) Fur .Y. 1‘ t X und X t [0, I] ist 
.fox -t ( I - A)),) = V(x) + (I -- X)f( 1,). 
LLMMA 5 (Struktursatz fur Isometrien). (E, ~ ,), (F, ~ ,) litleare normierte 
Rtiume, (F, ~ ,) striktkonrex, 4 f XC E koncex. ,f: X---f F Isometric. ,f ist 
qffiiie Isometrie. 
Beweis. [ 191, man vergleiche such [9]. 
SA~Z 4 (Satz vom MazurUlam-Typ). (E, 1 I), (F, ~1 ) reel/e li/leare nor- 
mierte Riiume, (F. :I ) striktkonuex, ,f’: E --, F Isometric, .f (0) = 0. j’ ist linear. 
Beweis. Nach Lemma 5 ist ,f afline lsometrie auf E. Dann gibt es aber 
(genau) ein A t L(E, F) und (genau) ein b E F mitf(x) : A(x) -L b fur x E E 
(es ist nattirlich A(x) ~ f(x) ~ f(0) und h = f(0)). Wegen f(0) := 0 ist 
11 = 0, also,f lineare Isometrie. 
Bemerkung 2. (I) Fur komplexe Raume ist Satz 4 falsch: Beispiel: 
(E, ) := (F, ,i 1) ::m~ (@. Betrags-Norm),.f(z) := 5. 
Ii d.h. es gibt XE X mit f(s) -= .Y fLir/‘t JF. 
i d.h. fiir .Y, J‘E X ist -?(.Y) -,f(y)ll !I .Y -1‘ 
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(2) Satz 4 gilt fiir beliebige (F, : 1) nicht: Beispiel: Es sei s: > l 1w 
nichtlinear, nichtexpansiP und s(O) 0 (Z.B. (: arctan). Wir setzen 
(E, “) : :m (EZ, Betrags-Norm). (t-. ’ ) : (W”, Max-Norm). Mit /: !? F W”, 
definiert durch f(.u) : (.u. S(X)) ist dunn i’ Isometric und f(O) 0. jedoch 
ist ~nichtlinear. 
(3) Satz 4 gilt fiir beliebige (r. ). wenn man zus5tzllch “I sutjckti\” 
verlangt, [IS. 19. 23].!’ 
LLMMA 7 (Fixpunktsatz VOII Ryll~luardzewski [I. X]). (Ii. ) Balrtrcll- 
Raum, (b ,I A’ C E .rchw~~cl~ komJ)akt ~/ml ko~71.~.\~, .Y/ (- .Yxir’ mit 
(i) -iy i.ct Hully.yyp?. 
(ii) Fii~ / in .YT i,st f sdirt~aclr slrtijy Qiic Isotiletric. 
n Jr./( Fix( /') 4. 
B~JltYIS. Unmittelbare Folge aus dem Fixpunktsatz von Ryll~ Nardzewski 
[I. 251. 
SATZ 5 (Fixpunktsatz fiir Haibgruppen van Isometrien). (I!. 1 strikt- 
kowexu, ryflr~silvr Banuch- Ra~m, 4 : X CI E ahgrscl~lo ww. lw.wlm?nkt, 
k0nre.u. I : I f 1’: .Y l X Isntmtric\. n,,, Fix(J‘) -/ 4. 
Bewis. 0.B.d.A. 0 c A’. .Y ist schwach kompakt. Nach Lemma 5 ist 
jedes,fE I affine Isometrie. Jedem f t 1 ordnen wir gem$rJ Lemma 6 die ein- 
deutigbestimm teatTin-isometrischeFortsetrungH(.f): s-(X) > span(X) ZU. 
Fiir,f’t I besitzt H(f) die Darstellung 
HCf K4 A(s) -‘- I? mit A E f&span( .X), span(X)), 11 span( A’): 
also ist H(.f) schwach stetig. Da 1 Halbgruppe und,f’-+ H(f) Halbgruppen- 
Homomorphismus ist, ist .iy” : .. 1 H(,f) i f F II Halbgruppe van schwach 
* d.h. fur .v. J‘ I- lJ3 ist ‘j’(x) ~~ .f(r) , x -,I’ 
I’ Der in [ 151 angedeutete Beweis ist allerdings nicht richtig. 
10 A”. [J ,f: R -+A;. GemSB dem Original Ryll-Nardrewski genii@ e\. in Sat7 5 E 
striktkonvex tend X schwach kompakt, konvex an7tlnehmen. 
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stetigen affinen lsometrien mit H(f)(X) C X fur j’E I. Wegen H(f) X = ,/” 
und Lemma 7 ist also 
n Fan L n F~~(H(~J) i’ 4. 
ICI fE1 
Bc/~re,-k~ny 3. (I) Satz 5 ist fur beliebige Banach-Raume nicht richtig: 
zum Beispiel. (E, I ~ ) := (c,, , Sup-Norm), X : ~: ;.Y .Y t c’,, A x ; Ii, 
f‘: x’ + .Y. definiert durch 
f(s), :b- ’ l 
falls I? = 1, 
1 -x-,-1 > fails II “5 2\’ 
Dann ist.f lsometrie jedoch bereits Fix(f) 4. 
(2) Fiir beliebige lineare normierte Raume und deren abgeschlossene 
Einheitsvollkugeln X gilt: Ist/‘: X + X surjektive Isometrie, so ist ,f(O) = 0. 
(3) Satz 5 ergibt 
(a) Siitze vom HahnBanach-Typ, 
(b) Satze vom KreinMilman-Typ, 
(c) Zentrumsbildungen bei konvexen Mengen, 
(d) Anwendungen in der Theorie der symmetrischen Algebren. 
3. /APPROXIMATION VON FIXPUNKTW STRIKT PSEUDOKONTRAK~IVER 
ARBILDUNGIJN IM HILBERT-RAUM DURCH KONVERGENTE 
TOEPLITZ-I-IFRATIONEN 
Die Beweise zum Fixpunktsatz fur nichtexpansive Abbifdungen in gleich- 
ma&g-konvexen Raumen von Browder [4], Gijhde [l I], Kirk [13] waren 
zun%hst rein existentieller Art. lnzwischen sind eine Reihe von konstruktiven 
Varianten bekannt geworden [5, 9, 14, 17-20, 271. Ftir die umfangreichere 
Klasse der strikt pseudokontraktiven Abbildungen sind gieichfalls Existenz- 
aussagen seit langem bekannt [5]. Diese wollen wir im folgenden durch 
zwei Aussagen tiber Toeplitz-Iterationen [I 81, die gegen Fixpunkte von strikt 
pseudokotraktiven Abbildungen im Hilbert-Raum stark bzw. schwach kon- 
vergieren. erg%rzen. 
D~FINITIOK 4. Es sei (E, ( . )) ein reeller Hilbert-Raum, I$ / SC E, 
k E [O. 1). f’: X + E hei& “strikt pseudokontraktiv bez. k.” wenn fur .Y, ~9 E 1 
(*) f(x) ~ f(y)’ ‘1 : ‘: .Y - y ,3 ~~ k ‘(Zd -- f)x ~ (Id - .f)+~ i~2 
statttindet [5]. 
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Benwrkung 4. (I) Voraussetzungen wie in Definition 4. Dann ist f 
Lipschitz-beschr$nkt. Mit L : (I i- X-)/(1 k) ist niimlich j j(x) .--f(y), 
L I 3 .-- J* fiir .Y, J’ 6: X. 
(2) “Strikt pseudokontraktiv bez. 0” bedeutet also ‘I/ nichtexpansiv.” 
LEMMA 8 (strikt pseudokontraktiv-nichtexpansiv). (E, ( . )) roller tfiher/- 
Ramr. 4 + X C E ko~wx. k E- [O. 1). ,f: X mm+ E strikt pseudokotrtraktir: he:. 
k, t i’ (0. I k]. f, : tf’-!~ (I t ) Id. f’ ist iiichtexpansir~. 
Beu,ei.s. [S]. 
LEMMA 9 (Existenz von Fixpunkten bei nichtexpansiven Abbildungen). 
(E, ( . )) reeller Hilbert-Raunr, $ + X C E ubpeschlossen. beschriinkt, kotlrex. 
,1’: X ---* X nichtexpansiv. Fix(f) -~ $. 
Beweis. [5. 19, 201. 
LEMMA IO (Existenz von Fixpunkten bei strikt pseudokontraktiven 
Abbildungen). (E, ( , )) reelier Hilbert-Raum, + :’ XC E abgeschlossen. 
heschrdnkt, konrex, k E [O. 1). ,f’: X z X .strikt lIsellLlokotltraktiL? he:. I;. 
Fix(,f) -7m (6. 
Brweis. Fiir I :. 1 k ist /; : em !/’ - (I ~ f) Iu’ nichtexpansiv nach 
Lemma 8. Wegen ,/;: X + X und Lemma 9 ist Fix(,f,) 2: $. Wegen 
Fix(f) ~ Fix(,f,) ist Fix(f) t #. 
LEMMA I 1. (E, ( , )) lineaver normierter Rawn, 4 -f X C E, k E [0, I ). 
f’. X - l X strikt pseudokontraktiv bez. k. 
(E,) Fiir A C X, A abgeschlossen und beschriirzkt gilt: Ist f(x) ,+ .Y {tir 
x t A. so ist inf,,.,, J(x) ~ x : 0. 
( E2) Fiir B C X, B abgeschlossen rrnd heschriinkt. ist (id f)(B) abge- 
schfossen. 
(E,) Es giht 111 E Z+ nlit ,fJif kornpalct. 
(i) (E,) G. (E,) und (ii) (E,) -= (E,). 
Beweis. (i) Istf(x) i x fiir XE A. aber inf.?<, j‘(x) ~- s : = 0, so gibt 
es {x,1 E AN mit lim,,, {(ZC/ - f)(x,{)) ~~ 0, also 0 E (Icl-m, mithin 
0 t (Id -f)(A), Widerspruch. 
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(ii) Sei f(x) f x und inf,Z,, I~f(x) - x 11 = 0. Dann gibt es (x,) E A” 
mit lim n-t7- :fb,> - x 7,) = 0. Sei nz E Z+ und f 111 kompakt. Dann ist fur 17 E N 
(Nach Bemerkung 4 und I) ist f‘ Lipschitz-beschrankt), also such 
lim 1L*xI {f”“(x,,) -~~~ s,, -.- ’  0. Wegen {x, / n E N] beschrankt und f”” kompakt 
0.B.d.A. {f”‘(x,J} konvergent. Sei z E E und lim,,,- {.f”(x,)] = Z, dann folgt 
lim ix > -~~ - rr-r\ n, &, also -7 t A. Mit 
‘,-F ~.f(X.,,)~ = f(z) und 
folgt j(z) = Z, Widerspruch. 
LLMMA I2 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen 
durch schwach konvergente Toeplitz-lterationen). (E, ( , )) reeller Hilhert- 
Raun7, XC E ahgescl7losset7, heschriinkt, konrex, x,, E X, ,f: X + X 77icht- 
e.upansiv n7it 
(*) Fiir A C X, A ahgeschlossen w7rlf(s) ~+= s fiir x E A ist 
(d,!] F (0, l)“‘, (dllj inonoton ,fallend. C d, diwrgent, 
x,, .~I . ~- cl,f(x,,) I- (1 - d,,) -‘in (17 E Z’) (Toeplitz-Iteration). 
Es gibt z E Fix(f) rnit lim,,+., ix,,! = z (stark). 
Reweis. [ 17. IX, 201. 
SA-rz 6 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbil- 
dungen durch stark konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, ( . )) reeller 
Hilhert-Raun7, XC E abgeschlossen, beschrtijnkt, konrex, x,, E X, k c [0, I), 
f’: X -~ + X strikt pseurlokoatraktir hez. k n7it 
(E,) Fiir A C X. A ahgeschlossen undj.(x) f x,fiir x i; A ist 
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Beweis. Sei r : (I X-),2. Nach Lemma 8 ist dunn ,/;: .%’ + 1’ nicht- 
expansiv. Wegen .vri , ~,zfO,,) ! ( 1 (.,o .y,, Umi.f;(.Y,,) If’(.u,,) ( I t ) .Y,, 
ist x,,. , : (c,,it),fj(s,,) (I (c,,;‘t)) s,, Mit d,, : -= (r,, t) erfiillt ;~/,,j ssimt- 
lithe in Lemma 12 an (~/,,j gestellten Voraussetzungen. Wegen f;(x) s 
t ,‘.f(x) .r fiir x E A folgt (*) von Lemma 12 aus (E,). Nach Lemma 17 
gibt es z E Fix( fj) mit lim,+, ;.~,!j z (stark). Mit Fix(,f;) Fix(f) folgt die 
Behauptung. 
BemcrXuq 5. (I ) Nach Lemma I I und Satz 6 gilt die dort genannte 
Konvergenzaussage insbesondere fiir die in der Literatur hiiutig genannten 
Eigenschaften (E,) und (E:,). 
(2) Der Spezialfall cn l/:(11 ~1~ I) (Cesiro-Iteration) (fiir n _ q, ist 
cn t (0. I X)) und (E:,) mit 111 0 (d.h. .Y ist kompakt) ergiht ein Ergebnis 
von Johnson [l2]. 
(3) Der Spezialfall C,, I I /, und (E:,) mit 111 I erweitert 
Resultate von Krasnoselski [I41 und Schaefer [27] bez. kompakter nicht- 
expansiver Abbildungen auf strikt pseudokontraktive Abbildungen (im 
Hilbert-Raum). 
LEMMA 13 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen 
durch schwa& konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, ( . )) tw//er Hilbert- 
Rum, X C L- d~gescldossen, beschriinkt, konrlex. x,, E ‘Y> fi .Y + Y tliclrt- 
expnnsir. [d,,) cc (0. I )“+ llionotoll,lhllentl, (tf,,] dirergent, 
SATZ 7 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbll- 
dungen durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (/C. ( . )) we//u 
Hilbert- Razz. X C E abgeschlossen, brsch+kt, l<onw.r, .Y,, 1.1 3’. k L; [O. I ). 
f’: X + X strikt l,sellclokoiltraktil. bez. k; (c,) c (0, I k)” , ;c),j nlonotou 
,fhllemi. C c,, diwrgetit . 1 .T,! j konl:ergiert sclm~~~l~ gegen riueu Ffxpuukt ro11 /. 
BeL1,ei.s. M it t : ( I k)/2, tl,< : (‘,,‘t, /, : tf ( I t) Ill und .Y,, 1 
(~,,f;(-~,,) : ( 1 ti,,) I,, sind nach Lemma 8 sgmtliche Voraussetzungen van 
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Lemma 13 fiir,f, erfiillt. Also gibt es z E Fix(,f,) mit lim,,, /,.u,{ -= z (schwach). 
Mit Fix(f) == Fix(.f,) folgt die Behauptung. 
Be~~erk~~g 6. (I) Die Konvergenaaussage in Satz 7 gilt insbesondere 
dann. falls zusstzlich lim,,_., ;cII) = 0 (fiir 17 : II,, ist dann c, t (0, I -~~ k)): 
zum Beispiel. c,, l/(/l AL I) (Ceshro-Iteration). 
(2) Der Spezialfall cn :Y .._ I ~~ /i erweitert Aussagen von Schaefer 
1271 und Reinermann [ 171 auf strikt pseudokontraktive Abbildungen. 
Bn~~er/~~q 7. (I) Natiirlich sind such anderweitig Fixpunktsatze fiir 
Abbildungen ,/ mit nicht notwendig konvexem Definitionsbereich X ange- 
geben worden (Leray-Schauder- und Nachfolgetheorien. man vcrgl. hier- 
LU [31]). 
(2) 1st (E, ~ ) ein Banach-Raum und X eine nichtleere, echte, abge- 
schlossene, konvexe Teilmenge von E,‘l so ergibt eine spezielle Fortsetzungs- 
methode-deren Realisierbarkeit oft durch SZtze sichergestellt ist-Fixpun kt- 
aussagen fiir Abbildungen f: Rd(X) + Rd(X). 
(a) SATZ 8 (Fixpunktsatz fiir kompakte Abbildungen). (15, i i) Ba~ac~l~ 
Raum, y5 c X C E abgeschlossen, konuex, X ,k E; r: X + Rd(X) (stetige) 
Retraktion mit : 
(*) Fiir beschriinktes B C X ist r(B) beschriinkt;12 ./“I Rd(X) - * Rd(X) 
kompakt.13 f (Rd(X)) beschrtinkt. 
Fix(f‘) I- $. 
Beweis. Wir definieren g: X + X vermage g := f: r. Dann ist g kompakt 
und g(X) beschrgnkt. Nach Schauder [28] ist Fix(g) i e;. Wegen 
Fix(,f) == Fix(g) ist Fix(f) # $. 
(b) SATZ 9 (Fixpunktsatz fiir Abbildungen mit kompakten lterierten). 
(E, 1) Banach-Raum, $ + X C E abgeschlossen. konvex, X + E; r: A’+ Rd(X) 
(stetige) Retraktion mit : 
(*) Fiir beschriinktes B C X ist r(B) beschriinkt;” ,f: Rd(X:I + Rd(X) 
stetig, p E N Primzahl, f p kompakt, f”(Rd(X)) beschriinkt. Es gibt eirle 
Umgebwlg V ran Fix(f 1’) mit f j V n Rd(X) kompakt. 
Fix(f) -7~ 4. 
I1 Verallgemeinerungen auf allgemeinere Raumtypen brw. Mengen X sind miiglich, 
bleiben aber hier ausser Betracht, vgl. [22]. 
I” Ein solches Y ist z.B. vorhanden, wenn dim E =- % und X: ~~ {s x t E h x 1; ,’ 1: 
ist [8], oder-trivialerweise-wenn 2 ~~ 4 ist. 
I3 d.h. /‘ist stetig und ftir beschrsnktes B C X istf(B) kompakt. 
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Beweis. Nach Satz 8 ist Fix(f”) + “. Detiniere g: X --r X durch g : = f i I’. 
Dann ist g” f“’ - Y, also ,y” kompakt und ,$I’( X) beschr8nkt. Fiir U : == r I( I’) 
gilt C;3 Fix(g”). Wegen Fix( g”) Cg”(X) ist Fix( g”) kompakt, also gibt es 
eine abgeschlossene t-Umgebung Cl von Fix(g)‘) mit (‘, C L’. Dann ist 
g i C:, n ii’ kompakt. Nach Anh Browder Steinlein [3l] i\t Fix(g) : 4. 
Wegen Fix( f‘) Fix( ,g) folgt die Behauptung. 
(c) SA,IZ IO (Fixpunktsatz fiir kondensierende Abbildungen). (E, ) 
Bat7ucl1- Rawu. qb -2 A’ C E ahge.scl~lo.csn~. hcsrllriinkt. kour~.r: r: A’ r Rd( X) 
(stetigc) Rctrdtiou wit: 
(“*) Fiir BCXist d(r(B)) d(B); /. Rd( 2’) l Rd(X) Xondet~sierend. 
Fix(,f ) :- 4 
Beweis. g : ,f’c Y ist kondensierend. Nach Lemma 4 ist Fix(g) f 4. 
Mit Fix(f) ~~ Fix(g) folgt die Behauptung. 
Aumerkmgen X/I?J Srrtz IO. (I) Eine kondensierende Retraktion I’ kann 
es bei beliebigem (E, / 1) fiir X’ : / .Y I .Y - E A .Y 1; nicht geben; andern- 
falls wiIre I’: ,%’ F X kondensierend &doch Fix( -a) 4. im Widerspruch 
zu Lemma 4. 
(2) Fiir welche unendlich-dimensionalen 
(E. ) und ‘Y : ( .Y .y (- E A ,i .Y I ; 
eine Retraktion mit (**) existiert, scheint nicht bekannt LU sein, jedenfalls 
weiB man, daf3 es keine nichtexpansive Retraktion von X auf Rd(X) gibt. 
Andererseits ist schon im Falle (E, 1 1) : /? mit X : ; .Y .Y i E A ~ .Y I ; 
und /I: X p Rd(X), definiert durch /7(x) : mu (( 1 x I’?)’ ‘1, .Y). 11 nicht einmal 
Lipschitz-beschrdnkt, jedoch d(/7(B)) 7 d(B) fiir B C X. 
(3) 1st (E. ) : --= /., und X : {,Y .uc_Er\l II I AS, : 01, so ist 
r: X > Rd(X) mit ((I - c:~g.~,..‘)1’2. x,, .\-x ,... ) eine stetige Retraktion mit (**). 
so da8 man mit Satz IO einen Fixpunktsatz fiir ein auf der EinheitssphSre S’ 
von /2 definiertes und dort kondensierendes ,f erhiilt, welches S” in die 
“Halbkugelschale” Rd(X) 7 S’ n X abbildet. 
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